Dérivées composées - |

Soit la fonction g(-) d'une variable. Soit la fonction f(-) d'une
variable. La dérivée de la fonction g[f(x)] par rapport a x est

F(x) x g'[f(x)]

Par exemple,

g)=tn(x) gl =
f(x) = x° f'(x)=2x
g7 (x)] = 1n(x?)



Dérivées composées -

Soit la fonction g(+,-) de deux variables. Soit la fonction f(+)
d’une variable. La dérivée de la fonction g[x, f(x)] par rapport
a x est

g1lx F)] + ' (x)xga[x F(x)]

Par exemple,

gxy)=xxy gixy)=y gxy)=x
f(x) = X2 f'(x) =2x

glx, f(x )]:X><X2:x3

(gl F()I], = g1l FO)]+ F (x)xg5lx F(x)]
=x°+2xxx =x2+2x° =3x°
] =3+



Théoreme des fonctions implicites
Soit la fonction g(+,-) de deux variables. La condition

g(x,y) = constante
définit implicitement la fonction f(+)
y =f(x).

La dérivée de la fonction f(-) s’exprime simplement en fonction
des dérivées partielles de la fonction g(-,-).
Par définition de f(-), on a

g[x, f(x)] = constante.
En dérivant par rapport a x, on obtient
[g(x, f(x)]; = [constante];
g1(xy) +f(x)xg5(xy) =0
g1(xy)

)=o)



Théoreme des fonctions implicites — Exemple

La condition
glxy)=xxy=16

définit implicitement la fonction

F(x)=[16x71] =16x(-1)xx =-16x72.
Au point (x,y) = (2,8)
f(2)=-16x27°=-4
On peut aussi utiliser

(2,8
_gl( ):_§:_4

r2)= g,(28) 2




Illustration graphique
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Optimum de PARETO de consommation

max Uy (Xp,Yp)
XasYarXp:Yb

Xa +Xb <10
sous les contraintes Ya+typ <20
ua(Xa!ya)ZS ya:f(xa)

Le programme du planificateur devient

max up(10-x,,20—f(x,))

a

La condition du premier ordre est

—up (X5, ¥5) = F'(X3) x U, (x5, y5) =0

;1 (X;:y;)

u
Uaz(X§:yg)



'égalité des taux marginaux de substitution

L'optimum est ainsi caractérisé par 'égalité des taux
marginaux de substitution entre les deux individus.

uz1 (4 ya) _ upi (5, 55)

u} 2(x§,y§) a “éz(xg’)’z’;)




'optimum de PARETO de production

max y
kolyoky

x < g(kx Cx)
y < h(ky.ly)
sous les contraintes 4 k, +k, <10
e+, <20
x>5

max h(k,,¢
ke ok (ky )

ky +k, < 10
sous les contraintes ¢ ¢, +{, <20

g(ky,lyx) =5 l, = f(ky)



Le programme du planificateur devient

maxh(10-k,, 20—f(k,))

X

La condition du premier ordre est
b (K3, 65) — F (k) X B(k5, €)= 0

81 (K &)

") =gty



'égalité des taux marginaux de transformation

L'optimum est ainsi caractérisé par 'égalité des taux
marginaux de transformation entre les deux secteurs

gk 6) _ hilkg, &)
g (K, 6)  hy(k5,8)




