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Fiche de travail n°5
Le théoreme de FrRiscH—-WAUGH et
Pestimateur intra-individuel

Je vous propose dans cette cinquieme fiche de travail d’illustrer, dans un premier temps,
le théoreme de FrRiscH-WAUGH et, dans un second temps, d’appliquer ce théoréme au cas
de I'estimateur intra-individuel sur données de panel.

1 Le théoreme de FRiSCH-WAUGH

Nous partons du modéle suivant :

yi=ox;+Pz;+u; i=1,---,N

soit, avec des notations matricielles :

y=ax+pz+u

Dans ce modele, le parametre d’intérét est a.. Il est nécessaire d’'inclure dans le modele
lavariable z (sinon cette variable serait manquante) mais le parametre  ne nous intéresse
pas. Le théoreme de FriscH-WauUGH nous montre de quelle facon 'on peut se débarrasser
de la variable z.

Soit # le sous espace vectoriel engendré par z. Soit p,(-) la projection orthogonale
sur #. Le modele, quand il a été ajusté par la méthode des MCO, s’écrit :

y=ax+Pz+12

En appliquant la projection p,,(-) aux deux membres de cette égalité, on obtient, en exploi-
tant la linéarité de la projection :
Pu(y)=puw@x+Bz+ 1) =apw(x)+Bpuw(z) + pu(@)
Il faut maintenant remarquer les deux points suivants :
1. puw(z)=2z puisquez ¥ ;
2. puw(u)=0puisque | z.

En formant la différence entre 'expression initiale et cette dernieére expression, on

obtient :
y—pu()]=0alx—puw(x)]+ 2
En définissant y et X, respectivement, égauxa y — p,,(y) eta x — p,,(x), on obtient donc la
décomposition suivante : N N
j=az+a

¥ estle résidu de I'ajustement de y sur z et X le résidu de I'ajustement de x sur z. Il reste a
nous assurer que cette décomposition est bien celle des MCO. C’est immédiat a2 démon-
trer : il suffit de remarquer que X 1 u.

Je vous propose d’illustrer ce théoréme, sous Sas, en

1. engendrant un jeu d’observations artificielles;
2. transformant les données selon la directive du théoreme de FRISCH-WAUGH ;
3. estimant les deux modeles.

DATA table ;
DO i = 1 TO 100 ; DROP i ;
x = NORMAL(123456) ;
z = NORMAL(123456) ;
y = 2%x - 4%z + NORMAL(123456) ;
QUTPUT ;
END ;
RUN ;
PROC reg DATA = table NOPRINT ;
MODEL y = z / NOINT ;

OUTPUT OUT = fw_y R = y_tilde ;
MODEL x = z / NOINT ;
OUTPUT OUT = fw_x R = x_tilde ;
RUN ;
DATA fw ;
MERGE fw_y fw_x ;
RUN ;

PROC reg DATA = fw ;

MODEL y = x z / NOINT ;

MODEL y_tilde = x_tilde / NOINT ;
RUN ;

Les points suivants peuvent étre notés :

1. lafonction NORMAL (arg) permet d’obtenir une réalisation pseudo-aléatoire d'une
loi normale centrée réduite, si arg est égal a 0, Sas utilise I'horloge de !'ordinateur
pour fixer le point de départ de la suite de nombres pseudo-aléatoire, si arg est
strictement positif, Sas utilise I'argument pour fixer le point de départ;



2. l'instruction OUTPUT de la PROC reg s’applique a I'instruction MODEL qui précede,
on peut coder, dans une PROC reg, plusieurs instructions MODEL, on peut donc
coder plusieurs instructions OUTPUT.

2 Lestimateur intra-individuel

Lestimateur intra-individuel est celui du modele ou 'hypothese d’effet fixe individuel est
retenue :
i=1,-

Vit =0Xir +Bi + U ,Nt=1,---,T

Sous forme vectorielle, le modele s’écrit :
y=ax+Preny+ Py ++Pieg o+ BneNy T 1

ol el est la variable indicatrice de I'individu i. Cette variable comporte NT lignes; ses
éléments sont soit un 1 quand la ligne est relative a I'individu i soit sinon un 0. Cette écri-
ture a 'avantage de bien faire apparaitre les N variables explicatives liées aux coefficients
B:.

On applique le théoréme de FriscH-WAUGH en prenant pour #  le sous espace vec-
toriel engendré par ey, €%, ..., ekp --. €t eN;. En reprenant les mémes notations que
précédemment, le modele devient :

y=ox+u
avecy =y — pu(y) etX=x— pu(x).

Il reste donc a montrer que la transformation des données correspond, pour chaque
individu, a la mise aI’écart a la moyenne individuelle :

Vie=Yiu—Y; et Xi=Xi—X;
La matrice formée par la concaténation des vecteurs eX, €%y, ..., €kp, ... et eNy s'écrit
IN ® e ou e est le vecteur de taille Tx1 composé seulement de 1. La matrice associée a
la projection p,,(-) est donc égale a :

(In®e) [(In®@e)(In®ey)]  (n®@ey)

Comme
, -1 , -1 o 1
[(n@e,Y(Ix®ey)]  =[x®ere,] =[n@T) ™' = Iy

on en déduit que

-1 1
(In@er) [(n@er)(In@er)] (n@er)=(n®er)Ix@er) =In@Br=B

Aussi la projection p, () revient-elle a obtenir les moyennes individuelles puisque 1'on
retrouve la matrice B qui correspond a I'opérateur between.

On peut ainsi conclure que la transformation des variables du théoreme de FriscH—
WAUGH correspond a I'utilisation de la matrice W.

V=y—puw(y)=y-—By=Wy et X=x—-pu(x)=x—-Bx=Wx



