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Corrigé du TD n°1

1 Exercice — Carte des courbes d’indifférence

1) Sile premier bien apporte une désutilité au consommateur, la fonction d’utilité est dé-
croissante en son premier argument. On peut prendre, par exemple, la fonction d’utilité
suivante, de type CoBB-DOUGLAS :
_ X2
u(xy,x2)=x; Yo ==
X1
Les courbes d’indifférence, sur la figure 1, sont relatives, respectivement, au niveau d’uti-
lité 0,5; 1 et 2.

F1G. 1 — Le premier bien apporte une désutilité
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F1G. 2 — Le premier bien n’apporte plus d’utilité a partir d'un certain seuil
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2) Sile premier bien, au-dela d’'un certain seuil, ne procure plus de satisfaction supplé-
mentaire au consommateur, cela voudrait dire, en fixant par exemple le seuil a 5, que les
paniers (5, 1) et (6, 1) sont équivalents pour le consommateur ; ou encore les paniers (5, 3)
et (8,3). Pour le graphique 2, j’ai pris la fonction d’utilité suivante :

u(x1,x2)=min(5,x;) X x»

et j’ai porté les courbes d’indifférence pour les niveaux d’utilité 4, 9 et 16.

2 Exercice — convexité des préférences

1) La réponse est non. Le panier dont dispose le consommateur est situé dans la zone
d’abondance relative du pain. Le consommateur, parce que ses préférences sont convexes,
va attribuer une grande valeur au boursin (relativement au pain).

2) Laréponse est oui. Le consommateur, parce qu’il préfere les mélanges, est prét a don-
ner une grande quantité de pain pour obtenir une faible quantité de boursin. Son panier
initial est composé d’une trés faible proportion de boursin. Pour ce panier, le TMSest trés
faible : il est prét a échanger une faible quantité de boursin contre une unité de pain.

3) Laréponse est non. Le panier initial, sur le graphique 3, est X. Quand il dispose d’'une
plus forte proportion de boursin, son panier pourrait étre X'. Chypothése de convexité



F1G. 3 - Une courbe d’indifférence entre pain et boursin qui vérifie 'hypothése de
convexité stricte

boursin

pain

stricte implique que TMS(X) < TMSX’). En X, il est prét a donner une plus forte quantité
de pain qu’en X’ pour obtenir une unité de boursin.
3 Exercice - solution en coin
1) Larelation de préférence vérifie '’hypothese de convexité stricte si
V u qui définit f(-), f”(x1)>0 Vx>0

c’est-a-dire la fonction f(-) est convexe. Cette fonction f(-) est définie (implicitement) par
la condition u(x;,x,)=—-1/(x1+0,5)+ x» =u. Soit

xng(x1)=ﬁ+ =ﬁ+(x1+0,5)’1

X1+ 0,5
La dérivée premiere de f(-) est —(x;+0,5)72. La dérivée seconde est 2(x;+0,5)73. Cette
derniére est strictement positive pour x; > 0.
2) Pour tracer la courbe d’indifférence du panier (0,3;0,05), il faut tout d’abord calculer
le niveau d’utilité que ce panier apporte au consommateur. ©(0,3;0,05)=—1/(0,3+0,5)+
0,05=-1,25+0,05=—1,2. lIn'y a pas a s'étonner que ce nombre soit négatif; c’est tout a
fait possible. La condition —1/(x; +0,5)+ x, = —1,2 définit implicitement la fonction f(-):

X2 =f(x1)=-12+
2= () x1+0,5

F1G. 4 — La courbe d’indifférence de la question 2 de 'exercice 3

1-

0,51

X2

panier (0,3;0,05)

0 } } } } !
o o1 02 03 04 05
X1

dont la courbe représentative est la courbe d’indifférence recherchée (graphique 4).

3) Les conditions «le TMS est égal au rapport des prix» et «la contrainte budgétaire est

saturée » s’écrivent :
(x1+0,5)%  p1 10 _

1 p2 10

TMS=

et
P1X1 +p2X2 =10x;+10x,=R=3

La premiére condition permet de trouver x;. En effet, (x;+0,5)72 = 1 donne x; + 0,5 =
1; soit x7 = 1-0,5 = 0,5. En reportant cette solution dans la seconde condition, on
trouve x; = (3 —10x0,5)/10 = —0,2. Cette seconde valeur n’est pas valide : les consom-
mations ne peuvent pas étre négatives.

On remarque pourtant que le panier « virtuel » (0,5; —0,2) apporterait au consomma-
teur un niveau d’utilité qui serait égal a —1/(0,5+0,5)—0,2=—1-0,2 = —1,2; soit le niveau
d’utilité associé ala courbe d’indifférence tracée précédemment. Il faut donc élargir la dé-
finition de la courbe d’indifférence en ne la limitant pas a 'ensemble de consommation
(voir la figure 5). Dans ce graphique, j’ai de plus figuré la droite budgétaire « élargie »;
on voit que la solution «virtuelle » est justement caractérisée par les deux conditions «le
TMS est égal au rapport des prix» et «la contrainte budgétaire est saturée ». En fait, le
consommateur, parce qu’il est contraint de se limiter a son ensemble de consommation,
va retenir, pour maximiser son utilité, la solution en coin constituée par le panier (0,3;0).



F16. 5 — La courbe d’indifférence « élargie » de la question 3 de 'exercice 3
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Il ne va pas consommer du second bien parce que le pouvoir d’achat de son revenu est
trop réduit et/ou parce que le prix du second bien est trop élevé par rapport au prix du
premier bien. Pour le panier (0, 0), I'utilité marginale du premier bien est égale a 4 alors
que celle du second bien est égale a 1 : on voit que le consommateur consomme, s'il est
«pauvre », en priorité du premier bien (si toutefois son prix n’est pas trop élevé par rap-
port au prix du second bien).

4) Les demandes marshalliennes résultent a priori du programme suivant :

1
max

——— 4+ x> sous la contrainte 1X1+p2x2 <R
X1 et x, X1+ 0,5 P P

Ce programme est toutefois incomplet; il faut rajouter les deux contraintes suivantes :
x1=20 et x>0

puisque nous venons de voir, sur un exemple, que ces contraintes pourraient ne pas étre
vérifiées. La méthode de résolution pertinente, dans ce cas, repose sur I'introduction de
multiplicateurs de Lagrange. C’est compliqué; je me propose de résoudre plus simple-
ment— et moins rigoureusement — en mettant en ceuvre un raisonnement économique.

La contrainte budgétaire est toujours saturée. Le plus simple est de procéder par sub-
stitution, en reportant dans la fonction objectif 'expression de x, obtenue a partir de la
contrainte budgétaire :

max
X1 x1+05 p2 p2

Pour une solution intérieure (c’est-a-dire pour une solution qui ne sature pas 'une des
deux contraintes de positivité), on obtient la condition du premier ordre suivante :

(1 +05)2- 21 =0
P2

Cette derniere nous permet de trouver la valeur de x; :

-1/2
x1+0,5= (&) soit x}= @ -0,5
b2 V1

En revenant a 'expression de x, définie par la contrainte budgétaire, on a

. R p ., R Vm P
X=—-—xj=—-Y—=405—
p2 P2 p2 VP2 p2
On peut remarquer que ces deux expressions sont bien homogenes de degré 0 en p,, p2
etR.

Nous avons toutefois supposé une solution intérieure ; pourtant, notamment a partir
de I'exemple de la question précédente, nous avons mis en évidence que la consomma-
tion du second bien pourrait étre négative quand ce niveau de consommation est calculé



a partir de cette méthode. Les demandes marshalliennes prennent en fait les formes sui-
vantes, en distinguant trois régimes.

1. Premier régime si p, < 0,25 p; (c’est-a-dire si le prix du premier bien, par rapport
au prix du second bien, est vraiment trop élevé)

R
x;=0 et x;=—
P2

Le consommateur va ne consommer que du second bien et se situer dans le coin
Nord-Ouest.

2. Deuxiéme régimessiR < /p1,/pz+0,5 p; (C’est-a-dire sile consommateur dispose
d’un faible pouvoir d’achat)

xr=— et x;=0
1 p1 2
Le consommateur va ne consommer que du premier bien et se situer dans le coin
Sud-Est.
3. Troisiéme régime sinon
v R
x;:ﬂ—o,s et x;:——ﬂ+0,5&
vP1 P2 /P2 p2

Le consommateur va consommer des deux biens.

4 Exercice — Programme du consommateur dans le cas Cobb-Douglas

1) Larelation de préférence vérifie '’hypotheése de convexité stricte si
¥ u qui définit f(-), f”(x1)>0 Vx>0

c’est-a-dire la fonction f(:) est convexe. Cette fonction f(-) est définie (implicitement) par

la condition u(x;, x2) = x%x)"* =7 Soit
1%2

FIG. 6 - La courbe d’indifférence de la question 3 de I'exercice 4 avec o =1/2
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11 est rassurant de constater que cette dérivée est négative : la courbe d’indifférence est
décroissante puisque la fonction d’utilité est croissante en ses deux arguments. La dérivée
deuxieme est égale a

>0 pour x;>0

Cette dérivée est positive : la fonction f(-) est bien convexe et '’hypothése de convexité de
la relation de préférence est ainsi vérifiée. Pour étre vraiment rigoureuy, il faut étudier, a
part, le cas ot x; =0.

2) Le premier bien est nécessaire si u(0, x2) = u(0,0); c’est-a-dire si le second bien n’ap-
porte pas d’utilité tant que I'on ne consomme pas du premier bien. Ici, on a

u(0,x2)=0%x,"* =0xx, *=0=u(0,0)

Le premier bien est donc nécessaire. Le méme raisonnement s’applique pour le second
bien qui est lui aussi nécessaire.

3) Trois étapes sont a priori nécessaires pour tracer la courbe d’indifférence qui passe
par un panier de bien particulier. Tout d’abord, calculer le niveau d’utilité qu'apporte ce
panier ; ensuite, trouver la fonction f(-) définie implicitement par u(x;,x2) =u ol u est
le niveau d’utilité précédemment calculé ; enfin, tracer le graphe de la fonction f(-).



En prenant a = 1/2, le niveau d’utilité apporté par le panier (5, 5) est égal a
u=v5v5=5
La fonction f{(-) est donc définie implicitement par la condition

Vaivxz =5

soit 95
Xo = X1)= —
2= fx1) o

qui n'est définie que pour x; > 0. Pour tracer le graphe de cette fonction, 'on peut se
contenter du tableau de valeurs suivant :

X1 |5 6 7 8 9 10
X, | 5| 417 | 3,57 | 3,13 | 2,78 | 2,5

Il n’est pas nécessaire de calculer 'image de valeurs inférieures a 5 puisque la courbe
d’indifférence est symétrique par rapport a la diagonale principale : il suffit de reporter les
valeurs du tableau précédent en les inversant. Lon peut remarquer que limy. _, o f(x1)=
oo et que limy,; — oo f(x1) =0 :la courbe d’indifférence présente deux asymptotes, 'une
verticale pour x; = 0, 'autre horizontale pour x, = 0. Aussi la courbe d’indifférence ne
croise-t-elle pas les axes : les deux biens sont nécessaires. Enfin, a titre de vérification, on
note que le panier (5, 5) figure bien sur la courbe d’indifférence. Cette derniére est portée
sur la figure 6

Pour o = 1/3, on obtient la courbe d’indifférence portée sur la figure 7 qui, a la diffé-
rence de la précédente, n’est pas symétrique par rapport a la diagonale principale. Pour
que le graphique soit plus suggestif, j’ai retenu un champ plus large, en faisant varier x;
et x, de 0a20.

4) Nous avons montré, d'une part, que 'hypothése de convexité stricte de la relation de
préférence est vérifiée et, d’autre part, que les deux biens sont nécessaires. Aussi n’aurons
nous pas de solution «en coin ». Le systéme de deux équations «le TMSest égal au rapport
des prix» et «la contrainte budgétaire est saturée » caractérise la solution du probleme du
consommateur.

Pour résoudre, on explicite tout d’abord le TMS:

a—1_1-a -1
TMS= ax;”x, _ o X p
- T—a—1 -1
(1-a)xix, 1-a x; p2
On en déduit I'expression de x, en fonction de x; :
1-a py
Xp=———X
a po

F1G. 7 - La courbe d’indifférence de la question 3 de I'exercice 4 avec o =1/3
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On reporte enfin cette expression dans la contrainte budgétaire (qui est saturée) :

1-a py
1X1+ p2 —x1=R
p p « p
soit
. R
Xj=a—
P1

Le probléme est symétrique en x, et en x; : il suffit de remplacer a par 1—a et p; par p;
pour obtenir la solution en x :
R
x,=(1-a)—
p2
La demande marshalienne, pour le premier bien, s’écrit sous la forme suivante :

* __ 1,,-1,0
xl—aR py P,

On en déduit ainsi que les élasticités par rapport, respectivement, au revenu, au prix du
premier bien et au prix du second bien sont :

X M1 N
eg' =1 e, =-1 ¢,,=0

La forme fonctionnelle est ainsi tres pauvre : le premier bien n’est ni un bien de luxe ni un
bien normal; I'élasticité prix propre est égale a —1 si bien que la dépense est constante
que le prix varie ; enfin, 1'élasticité prix croisée est nulle (voir le document 2 pour I'expli-
cation de cette « curiosité » qui tient a la forme Coss - DoucLas de la fonction d'utilité).



5) Le coefficient budgétaire du bien i, noté c;, est égal, par définition, au rapport de la
dépense consacrée a ce bien au revenu :

Ici,ona

=pl—xf=—p1apl =a et = pzx§:
R R R R

La encore, la déception est grande puisque les coefficients budgétaires sont constants : ils

devraient dépendre a priori des prix et du revenu. Par exemple, le coefficient budgétaire

des produits alimentaires est une fonction décroissante du revenu.

6) La fonction d’utilité :

R
p2(1—a)—
P2 _1-a

C1

v(xl,x2) = (x1+f1)“(x2+f2)1’“ O<ax<l et fl,fz >0

se présente comme une généralisation de la spécification précédente o1 sont introduits
les termes x; et X, mais ou une forme de type CosB - DouGLAS est conservée. Ces deux
termes peuvent étre interprétés comme des quantités qui seraient fournies gratuitement
au consommateur (ce dernier n'a pas besoin de les acheter) et qui contribueraient a 1'uti-
lité du consommateur. On voit aussi que, si par exemple X; < X, le consommateur ration-
nel voudra d’abord acheter seulement du premier bien puis s’il est assez riche acheter des
deux biens (en supposant, bien sir, que le parameétre a est suffisamment élevé et que le
prix du premier bien n’est pas trop élevé par rapport au prix du second bien). On a ainsi
I'intuition que des solutions « en coin » peuvent se présenter.
La relation de préférence vérifie '’hypothese de convexité stricte si

V7 qui définit (), f”(x1)>0 Vx>0

c’est-a-dire la fonction f(-) est convexe. Cette fonction f(-) est définie (implicitement) par
la condition v(x1, x3) = (x14x1)*(x2+Xx2)1 =% = V. Soit

1

v 1-a _L =

AT =Xy =V (X1+X1) 1m0 — X,
1+X1

x2=f(x1)=(

La dérivée premiere est égale a

, —a _ L =« 1
f (x1)= Evl—a(xl—i—xl)l—a <0 pour x>0

Il est rassurant de constater que cette dérivée est négative : la courbe d’indifférence est
décroissante puisque la fonction d’utilité est croissante en ses deux arguments. La dérivée
deuxiéme est égale a

o 1L -1 _

1 —_—
Vi-a(x1+x;) - 1>0 pour x;>0

1
17
xX)=—
Fx) 1-a 1-a

F1G. 8 - La courbe d’indifférence de la question 6 de I'exercice 4 avec o =1/2
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Cette dérivée est positive : la fonction f(-) est bien convexe et '’hypothése de convexité de
la relation de préférence est ainsi vérifiée.
Aucun des deux biens n’est nécessaire. En effet,

v(0,x,) :f‘f(x2+f2)1‘“ > v(0,0) =f‘ff§‘°‘ pour x>0

Le second bien apporte une utilité méme si le consommateur n’achéte pas du premier
bien.

Pour le corrigé détaillé, voir la question 3. En prenant a = 1/2, x; =2etx; =2, le
niveau d’utilité apporté par le panier (5, 5) est égal a

V=14/54+2y/54+2=7

La fonction f(-) est donc définie implicitement par la condition

VX124 X042 =7

soit 19
Xo=f(x;)= ————
2=l =15

Le graphe de cette fonction est porté sur la figure 8. On remarque que la courbe d’indif-
férence croise les deux axes, ce qui confirme le caracteére non nécessaire des deux biens.



On peut aussi remarquer que la courbe d’indifférence est similaire a celle de la ques-
tion 3 a une translation pres qui correspond au changement de variables z; = x; + X3
etz =X, + Xp.

Je ne corrige pas au cas ou o = 1/3; on montre facilement qu’il s’agit de la courbe
d’indifférence de la question 3 pour a = 1/3, translatée vers le bas et vers la gauche de
deux unités.

Pour trouver la forme générale des demandes marshaliennes, il convient d’abord de
remarquer que, si 'on a montré que 'hypotheése de convexité stricte est vérifiée, I'on a
aussi mis en évidence que les deux biens ne sont pas nécessaires. Il n’est donc pas pos-
sible d’exclure a priorila présence de solutions « en coin ». La bonne méthode de réso-
lution serait ainsi la méthode de Lagrange. Pour autant, c’est compliqué et je préfere ré-
soudre en supposant une solution intérieure (pour laquelle le TMS est égal au rapport des
prix) et, dans un second temps, en vérifiant le domaine de validité de cette solution.

Le programme du consommation est ainsi

max  (x;+%1)*(x2+%2)' "
X1 etxy
sous la contrainte budgétaire
pix1+p2x2 <R

Je peux, a gauche et a droite de cette inégalité, ajouter le terme p,X; + p»X2; jobtiens la
contrainte budgétaire transformée suivante :

p1(xX1+%1) + pa(x2+%2) <R+ p1 %) + pox2 =R

La grandeur R s'interpréte comme le revenu du consommateur augmenté du produit de
la vente de x; et X,. C’est donc comme si, virtuellement, le consommateur, pour se pro-
curer un revenu supplémentaire, vendait les quantités x; et X, (qui lui sont fournies gra-
tuitement) et comme s’il devait, dans un second temps, les racheter.

Lintérét de cette transformation est de montrer que I'on se ramene au cas habituel
par le biais d'un changement de variable ; le programme du consommateur devient :

max zlz) *
zZi1etzy
sous la contrainte budgétaire

P121+ P2z2 <R

Les solutions sont donc, puisque I'on reconnait le cas CoBB - DouGLAS, de la forme sui-
vante

* R * R
Zi=a— et z;=(1-0)—
p1 p2

Comme, bien sfir, z] = x7 + X, on obtient finalement

_ _ Rtpni+p¥s _ _ R 3 X.
JSEPTEPT o R e ral2E,
p1 P P

Par symétrie, on trouve

R _ 1—

X, =(1-a)—+ax;— (l—a)p—xz

b2 p2
Atitre de vérification, on peut montrer que ces demandes épuisent bien le revenu ; c’est-
a-dire que p1x} + p.x; = R. On peut aussi montrer qu’elles sont bien homogeénes de de-
gré 0 en p;, p2 etR.

Ces demandes ne sont valides que si x] > 0 et x5 > 0. On obtient en définitive les trois

régimes suivants

R
1. Sia— —(1—-a)x; + a&@ < 0 (premiere solution « en coin »)
pP1 P1

R _ _
2. Si (l—a)p— +0x, — (l—a)%xz < 0 (seconde solution « en coin »)
2 2

R *
xj=— et x,=0
P1
3. Sinon [une étude plus approfondie montre que les deux conditions précédentes
sont mutuellement exclusives]

x]= 0.E —(1—-a)x; +a&f2 et x,= (1—0.)5 +ax; — (l—a)&fz
b1 p1 p2 b2

A ce stade, on est donc particulierement satisfait puisque I'introduction d'une complica-
tion mineure dans la fonction d’utilité permet d’enrichir significativement la spécifica-
tion des fonctions de demande. Les élasticités par rapport au revenu ne sont plus uni-
taires (I'un des deux biens est normal et 'autre « de luxe ») et les élasticités prix croisées
ne sont plus nulles.

Proposition sur le calcul d’une élasticité. Si une grandeur positive y qui dépend de x
peut se mettre sous la forme :

y=E+F avec E>0

ol l'élasticité du terme E par rapport a x est égal a € et ou I'élasticité du terme F par
rapport a x est nulle, alors

le?|<le| si F>0 et |eY|>]e| si F<O

En effet, on a, par définition de I'élasticité, la décomposition suivante

E
y=—___
el =

oF + F s
E+F * E+F

e’ soit el=——¢
X X E+F




ol le terme E/(E+F) est positif. Ce terme est inférieur a 1 si F > 0 et supérieura 1 siF <0;
on obtient de la sorte le résultat recherché.

R
En appliquant cette proposition a xj, par rapport au revenu, le terme E est égal a o —,
p1

cestégalaletletermeFestégala —(1—a)x; + a%. On obtient ainsi :
1

ep <1si —(1-a)x, +al? >0 et ey >1si —(1-a)x; +a?2 <o
P1 P1
On voit que selon les valeurs de a, X, X2, p; et p», le premier bien est tantdt un bien
normal tant6t un bien de luxe. o
Maintenant, par rapport a p;, le terme E est égal a —(R+py), € est égal a —1 et le
P1

terme F est égal a —(1—a)x;. On en déduit que
-
ep <-—1

puisque le terme F est toujours négatif. On voit que 1’élasticité prix propre est donc plus
élevée (en valeur absolue) que dans le cas CoBB - DoucLas habituel.

Enfin, par rapport a p,, le terme E est égal a a%, ¢ est égal a 1 et le terme F est égal
1

R
a ap— —(1—a)x;. On en déduit que
1

x R _ . R _
e;; <lsia——(1-a)x; >0 et e;; >1siao——(1-a)x; <0
p1 p1

A la différence du cas Coss - DoucLAs habituel, 1'élasticité prix croisée n’est donc pas
nulle.

Le calcul des élasticités n'est effectué que pour xj. Pour x3, les calculs sont similaires
mutatis mutandis. Enfin, il faudrait calculer les élasticités pour les deux solutions « en
coin »; les calculs sont immeédiats.

7) Lafonction d’utilité :
w(xl,xg) = (xl—fl)“(xz—fz)l_“ O<a<letx;,x2>0

présente deux particularités. D’une part, elle incorpore, comme dans la question précé-
dente, deux termes supplémentaires, X; et X,. Mais, cette fois-ci, ces deux termes s’in-
terprétent comme des consommations incompressibles, indispensables mais qui n’ap-
portent pas d’utilité. D’autre part, la fonction d’utilité n’est définie que pour x; > x;
et x, > X,. Lensemble de consommation est donc de la forme

C=1{X/x1>2%) etx, =%}

Lhypothese « de survie », qui dispose que le consommateur pourrait subsister sans con-
sommer — le panier (0,0) appartient a 'ensemble de consommation —, n’est ici pas vé-
rifiée. Il faut notamment que le consommateur dispose d'un revenu minimum

R=piX1 + p2x2

qui lui permet d’acheter, au moins, le panier (x1, x») sans lequel il ne peut survivre.
Pour le reste, le corrigé est presque identique a celui de la question précédente. La
contrainte budgétaire transformée est maintenant :

p1(x1—X1)+ pa(x2—%2) <R — p1X; — p.X2 =R—R=R

ot1 R s'interpréte comme le revenu que le consommateur peut librement affecter a I’achat
de I'un ou de 'autre bien (apres la dépense indispensable pour acheter le panier de sub-
sistance (x1,X2)) et o1 x1—X; et x,—X s'interprétent comme les quantités qui contribuent
réellement a la satisfaction du consommateur.



